




Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ìåòîäû îöåíèâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñòàöèîíàðíûõ ñëó-
÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýêñòðåìàëüíûõ âåëè÷èí. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýêñòðåìàëüíûõ âåëè÷èí ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü
ýêîíîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè AR(1), GARCH(1,1). Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâïîñðàâíèòåëüíîìóàíàëèçóêëàññè÷åñêèõýêîíîìåòðè÷åñêèõìîäåëåéñèñïîëü-
çîâàíèåìíîðìàëüíîãîçàêîíàèîáîáùåííîãîçàêîíàÏàðåòîïîêàçàíàýôôåêòèâíîñòü
ïðåäëîæåííûõ àâòîðîì ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è îöåíèâàíèÿ
õàðàêòåðèñòèê ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýêñòðåìàëüíûõ âå-
ëè÷èí. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîëàòèëüíî-
ñòèêàêðîññèéñêîãî, òàêèçàðóáåæíûõôèíàíñîâûõèíäåêñîâ.
1. Модель стационарных случайных последовательностей экстремальных величин
Ð
àññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(, ) XnN n 
 , êîòîðàÿ çàäàíà
íà íåêîòîðîì ñòîõàñòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå(,( ) ,)   nn P 0 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèíà-
ìèêà ïîâåäåíèÿ X n îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
XZ nnn n  	 , (1)
ïðè÷åì â (1) ZF nz 
 [, ] 01 ÿâëÿåòñÿ áåëûì øóìîì â øèðîêîì ñìûñëå. Ìû ïðåäïîëàãàåì
òàêæå, ÷òî óñëîâíîå ñðåäíåån è âîëàòèëüíîñòü	 n   n 1-èçìåðèìû. Íàéäåì êâàíòèëè òàêèõ
ðàñïðåäåëåíèé äëÿ kN  1 ,..., ,ã ä åN ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
Fx X () , ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà () X n , è ïóñòü Fx XX nn k n    1  | () óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ () X n çà ïîñëåäóþùèå k èçìåðåíèÿ íà ôèëüòðàöèè n. Âûðàæåíèå äëÿ
êâàíòèëè óñëîâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fx XX nn k n    1  | ()èìååò ñëåäóþùèé âèä:
xk xR F x q q
n
XX n nk n () : () ()
|      inf 1  .
Ðàññìîòðèì òàêæå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:
























Fx P Z x F x X nn n n Z n n n n           
1 11 1 1 1 | () ( | ) ( ) / ( 	  	 ),
òî âûðàæåíèÿ äëÿ xq
n è Sq
n èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
xz q
n
nn q   	 11 , (2)
SE Z Z z q
n
n nq     	 1 1 (| ) , (3)
18
Рынки ценных бумаг ãäå zq— êâàíòèëü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿFz Z() . Ìû äîëæíû ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ìîäåëèäèíàìèêèäëÿn è n ïðåæäå÷åìïåðåéòèêâû÷èñëåíèþ(2)–(3).Ïðåäëîæèììîäåëü
AR(1) [Engle (1982)] äëÿ óñëîâíîãî ñðåäíåãîn â êà÷åñòâå òàêèõ ìîäåëåé:
* nn X  1 (4)
è ìîäåëü GARCH(1,1) [Bollerslev(1986)] äëÿ âîëàòèëüíîñòè n:







  , (5)
ãäå      * nnn X     
	 	 ,, ,, , | | 0122 1 000 1 1 .
Îöåíêèóñëîâíûõñðåäíèõ(~~ )  1  n èâîëàòèëüíîñòåé(~~ )  1  n ìîãóòáûòüâû÷èñëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîéïîäñòàíîâêîéââûðàæåíèÿ(4)–(5)ïðèñîîòâåòñòâóþùåìâûáîðåíà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèé.





























,~ ,~ ,~ ) **     012 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ. Îöåíêè äëÿ óñëîâíîãî ñðåäíåãî~ n
1 è âîëàòèëüíîñòè~  n
1:
~~  nn x 









ãäå~~  nnn x .
Êàê ïîêàçàë àíàëèç îñòàòêîâ äëÿ áîëüøèíñòâà ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ñåðèé [Pa-
gan(1996)], ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Zn çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäïîëàãàåìîãî â ñòàí-
äàðòíûõ GARCH-ìîäåëÿõ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà ðèñ.1 ïðèâåäåí ãðàôèê êâàíòè-
ëåéðàñïðåäåëåíèÿîñòàòêîâäëÿäíåâíûõïðèðàùåíèéçíà÷åíèéôîíäîâîãîèíäåêñàS&P500
çà ïåðèîä ñ 01.01.1996 ïî 31.10.2006ãã.
Ïðåäëîæèì â êà÷åñòâå ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ zk,
îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî (GPD):























(/ ) , ,











ãäå+  00 , y , êîãäà (0,è00   	 y +(( /, .
ÂðàáîòàõÁàëêåìûèÕààíà[Balkema, Haan(1974)], [Pickands(1975)]äîêàçàíî, ÷òîôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ Fz Z() èç ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè êëàññà àïïðîêñèìèðóþòñÿ îáîáùåííûì







{} — ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàâíîå êîëè÷åñòâó çíà÷åíèé zk èç âûáîðêè îñòàòêîâ,
ïðåâûñèâøèõ ïîðîãu. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
11 1     Fz F u Fzu Zu () () ( ) () ( ) . (6)
Èç (6) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè~ () ( ) Fz P Zu Z  :













(+ NN — îöåíêè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ GPD, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ. Ïóñòü íàìè ïîñòðîåíà ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà îñòàòêîâ zz z n 12 , ... , . Çàôèêñèðóåì
íåêîòîðîå ÷èñëîNk k n 	 	 , è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ñëó÷àéíûé ïîðîãuz k  
1. Ïîñòðîèì
















































































ìàöèè êàê äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïðèðàùåíèé îñòàòêîâ
[Ùåòèíèí, Ëàïóøêèí (2004)].
2.  Вычисление оценок моментов функции распределения остатков
Äëÿïîñòðîåíèÿîöåíîê(2)–(3), ìûäîëæíûâû÷èñëèòüEZZ z q (| )  äëÿôóíêöèèðàñïðåäå-
ëåíèÿFz Z() . Ïîëîæèì, ÷òî
Zu Zu  | ~GPD|( , ) (+,
ãäå+( 






























































































нÄëÿ zu q  ìîæíî çàïèñàòü:
ZzZz G P D z u qq q  ; 
 || ( , ( ) ) (+ ( . (11)







































































































Â ñëó÷àå, êîãäàFz Z() ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì:
EZZ z kz qq (| ) ( )  ,
















ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ãðàôèê 4 — ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. (Âñå îñè ïðåäñòàâëå-
íû â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå.)ãäåkx x x () () / ( () )   1 < — îòíîøåíèå Ìèëëà, à() x è <() x — ïëîòíîñòü è ôóíêöèÿ ñòàíäàðò-
íîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ â ýòîì ñëó-











n 1 ïðè q1. Äëÿ GPD ýòî îòíîøåíèå ñâîäèòñÿ ê () 11
1 
 ( , ïîñêîëüêó
kx x x () / / () ;

 () 11 8 4
2 .Âòàáë.1ïðèâåäåíûñîîòâåòñòâóþùèåçíà÷åíèÿäëÿîòíîøåíèÿ(14).
Òàáëèöà1
Çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ (14) äëÿ îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî
ñ
~ ~   0,231, 0,564, ïðèuz k  
1 1,212, è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ
Òèï ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïîðÿäîê êâàíòèëè q
0,95 0,99 0,995 q1
Îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî (GPD) 1,506 1,418 1,372 1,26
Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (Ô) 1,25 1,15 1,11 1,00
Èçòàáë.1âèäíî, ÷òîèñïîëüçîâàíèåíîðìàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿäëÿîïèñàíèÿôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿFz Z() ïðèâîäèòêçàíèæåíèþîöåíîê~ xq
n è~ Sq
n äëÿq 09 5 , .Íîðìèðîâàííûåîñ-
òàòêè îïðåäåëèì â ñëåäóþùåì âèäå:
R
XS


















(| ) , RR Z Z z nn q 

  11
* (| ) var ,
ãäå Zu Zu  | ~GPD|( , ) (+,

















äëÿ zu q  è (	05 , . Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ (15) â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
Z ñ èñïîëüçîâàíèåì îòíîøåíèÿ Ìèëëà èìååò âèä:
v a r ( | ) () () ZZ z zkz kz qq q q  
  1
2. (16)
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè X n
1 è îöåíêàìè ~ Sq




  1 ~ , ÷òî ýêâèâàëåíòíî Zz nq 





  1 ~ . Äëÿ íèõ, ó÷èòûâàÿ (16), âû÷èñëèì îñòàòêè {}



































* äëÿ GPD è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîïóùåíèå î íîðìàëüíîñòè
ýêñòðåìàëüíûõ îñòàòêîârn
* ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä, íåñîñòîÿòåëüíûì.
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нÏî èìåþùèìñÿ ó íàñ îöåíêàì~ xq
n ðàññìîòðèì îöåíêè óñëîâíûõ êâàíòèëåé~ () xk q
n äëÿk 1 .
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ íèõ ïîäîáíî (9), (13) — äîñòàòî÷íî ñëîæíî, ïîñêîëüêó GARCH-




 : 1  | () íåèçâåñòíûâàíàëèòè÷åñêîìâèäå[Ùåòèíèí, Íà-
çàðåíêî(2004)].Ïîýòîìóìûïðèìåíèëèñëåäóþùèéïîäõîä:àïïðîêñèìèðîâàëèâûáîðêóíà-
øèõäàííûõìîäåëüþAR(1)-GARCH(1,1)(4)–(5), àçàòåìîöåíèëè«õâîñòû»ðàñïðåäåëåíèÿ~ () Fz Z






































































































Ìîæíî ïîñòðîèòü L âûáîðîê( ,... ) xx nn k 

 1 è, èñïîëüçóÿ ýòó ìîäåëü è îöåíêè ïàðàìåòðîâ









îòêóäàçàòåìâû÷èñëèòüçíà÷åíèÿêâàíòèëåé~ () xk q
n .Äëÿçíà÷åíèéL ; 10000ìûïîëó÷èëèäîñ-
òàòî÷íî õîðîøèå îöåíêè äëÿ q 09 5 , .
Ñ òåì ÷òîáû âûÿâèòü ýìïèðè÷åñêèé çàêîí çàâèñèìîñòè óñëîâíîé êâàíòèëè~ () xk q
n îò~ xq
n,
ðàññìîòðèì~ () / ~ , xkxk q
n
q
n 1 .Ôåëëåð[Ôåëëåð(1984)]óñòàíîâèë, ÷òîäëÿíåçàâèñèìûõ, îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X i, èìåþùèõ «òÿæåëîõâîñòûé» òèï ðàñïðåäåëå-
íèÿ:
(( ) ) ( )






(  ïðè x .
Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ êâàíòèëåé âûñîêîãî ïîðÿäêà q 09 5 ,










[Balkema, Haan (1974)]. Ìû ïðèìåíèëè íàø àëãîðèòì [Ñòèõîâà (2006)] âû÷èñëåíèÿ êâàíòèëåé
~ () xk q
n äëÿk  15 0 ,..., è ðàçëè÷íûõ óðîâíåé âîëàòèëüíîñòè n. Òàáë. 2 ñîäåðæèò ïîëó÷åííûå
çíà÷åíèÿ () n .
Òàáëèöà2



















аÀíàëèç òàáë. 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå n âåëèêî (ìàëî), òî áóäóùèå
çíà÷åíèÿ âîëàòèëüíîñòè, áóäóò â ñðåäíåì ìåíüøå (áîëüøå), ÷åì n. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâ-
íàÿ êâàíòèëü ~ () xk q
n áóäåò âîçðàñòàòü ìåäëåííåå (ñîîòâåòñòâåííî áûñòðåå) ïî k. Ðèñ.3
èëëþñòðèðóåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ q 09 9 , .
Â ïðîâåäåííûõ íàìè ýêñïåðèìåíòàõ ïî ìîäåëèðîâàíèþ âîëàòèëüíîñòè ôîíäîâûõ èí-
äåêñîâNASDAQ, ÐÒÑ, DAX-30èååïðîãíîçèðîâàíèþ, èñïîëüçóÿíàøóìîäåëü(5)çàïåðèîäû
























































































Ðèñ.3.Òåñòèðîâàíèåçàêîíà(18)äëÿîöåíîêýìïèðè÷åñêèõóñëîâíûõêâàíòèëåé~ () xk q
n
âçàâèñèìîñòèîòk




ãðàôèê 1 — îöåíêà âîëàòèëüíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé èíäåêñà NASDAQ, ãðàôèê 2 — ìîäåëü (5)
âîëàòèëüíîñòè è åå ïðîãíîçÒàáëèöà3
Îöåíêè êâàíòèëåé ~ 
 q äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé äíåâíûõ öåí çàêðûòèÿ ôîíäîâîãî
èíäåêñà ÐÒÑ çà ïåðèîä 10.01.1998–31.10.2006 ãã. äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîðîãà u
uk
~
 q = 0,999 q = 0,9999
~ 
 q
0,05 729 0,0369 [0,198, 0,224, 0,261] [0,32, 0,37, 0,426]
0,06 597 0,0557 [0,206, 0,238, 0,321] [0,349, 0,396, 0,47]
0,08 361 0,0985 [0,227, 0,26, 0,348] [0,35, 0,43, 0,485]
0,1 239 0,1168 [0,23, 0,26, 0,36] [0,373, 0,43, 0,55]
Òàáëèöà4
Îöåíêè êâàíòèëåé ~ 
 q äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé äíåâíûõ öåí çàêðûòèÿ ôîíäîâîãî
èíäåêñà NASDAQ çà ïåðèîä 01.01.1973–31.10.2006 ãã. äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîðîãà u
uk
~
 q = 0,99999 q = 0,999999
~ 
 q
0,01 834 0,217 [0,101, 0,122, 0,143] [0,187, 0,241, 0,29]
0,015 414 0,158 [0,101, 0,122, 0,143] [0,19, 0,249, 0,307]
0,02 227 0,118 [0,102, 0,126, 0,15] [0,195, 0,25, 0,316]
Òàáëèöà5
Îöåíêè êâàíòèëåé ~ 
 q äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé äíåâíûõ öåí çàêðûòèÿ ôîíäîâîãî
èíäåêñà DAX-30 çà ïåðèîä 01.01.1993–12.05.2006 ãã. ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîðîãà u
uk
~
 q = 0,999 q = 0,9999
~ 
 q
0,005 914 0,00062 [0,038, 0,063, 0,089] [0,032, 0,09, 0,149]
0,01 546 0,03938 [0,033, 0,064, 0,096] [0,024, 0,093, 0,161]
0,02 163 0,0116 [0,021, 0,069, 0,117] [0,005, 0,094, 0,194]
0,03 48 0,0077 [0,044, 0,069, 0,094] [0,058, 0,096, 0,127]
Òàáëèöà6
Îöåíêè çíà÷åíèé è 95%-ûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ âåëè÷èíû ðèñêà q (VaR(q))
è îæèäàåìîãî äåôèöèòà q (ES(q)) äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé
äíåâíûõ öåí çàêðûòèÿ ôîíäîâîãî èíäåêñà ÐÒÑ çà ïåðèîä 10.01.1998–31.10.2006 ãã.
ïðè çíà÷åíèè ïîðîãà u = 0,06
q







0,99 0,111 [0,103, 0,123] 0,17 [0,169, 0,172]
0,995 0,152 [0,129, 0,215] 0,21 [0,197, 0,221]
0,999 0,238 [0,206, 0,321] 0,322 [0,232, 0,387 ]
0,9999 0,32 [0,314, 0,382] 0,435 [0,337, 0,539 ]















âàíèÿ ôóíêöèè óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èííîâàöèîííîãî ïðîöåññà Zn ìû èñïîëüçîâàëè
îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ìû èñïîëüçîâàëè ïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè AR(1) è GARCH(1,1). Â âû÷èñëèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòàõ èññëåäîâàëèñü èíäåêñû S&P500, PTC, NASDAQ çà ïåðèîä ñ 1973 ïî
2006ãã., è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ âîëàòèëüíîñòè, ÷åì îáùåïðèíÿòûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîöåññà Zn ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî çàêîíà ñêåéëèíãà (18) óñëîâíûõ êâàíòèëåé
xk q
n() äëÿk 1ïîñëåäóþùèõíàäïîðîãîâûõçíà÷åíèé( ,... ) XX nn k 

 1 .Ïðèâåäåííûåâðàáîòåâû-
÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè ñîîòâåòñòâèå îòíîøåíèÿ (18) èññëåäîâàííûì íàìè
ôèíàíñîâûì âðåìåííûì ñåðèÿì.
Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîëàòèëüíîñòè ôèíàíñîâûõ àê-
òèâîâ è îöåíèâàíèÿ ðèñêîâ èíâåñòèðîâàíèÿ.
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